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Описано мінори третього та четвертого порядку багаторядних кускових областей.
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О д н и м  з о с н о в н и х  п о н я т ь  теорії кілець та модулів є поняття простого 
модуля, тобто модуля, у якого ришітка усіх підмодулів є двоелементним 
ланцюгом. Класично напівпрості кільця характеризуються тим, що усі модулі 
над ними напівпрості, тобто розкладаються в прямі суми простих модулів. 
Кільця, над якими всі нерозкладні модулі прості, охарактеризовані 
класичною теоремою Веддербарна-Артина.
Більш широкий клас модулів -  клас ланцюгових модулів розглядали 
Кете, Асано, Накаяма, Скорняков і ін. Відповідним розширенням класу 
напівпростих модулів є напівланцюгові модулі, тобто прямі суми 
ланцюгових модулів.
Узагальнено однорядні артинові кільця, тобто напівланцюгові артинові 
кільця вперше ввів Накаяма [1]. У цій роботі він довів, що над такими 
кільцями всі модулі напівланцюгові. Скорняков довів, що й навпаки, якщо 
будь-який модуль над деяким кільцем є напівланцюговим, то це -  артинове 
напівланцюгове кільце [2].
Поняття артинового бірядного кільця введено Фуллером в роботах [3] у 
зв’язку з вивченням кілець дистрибутивно модульного типу. Клас артинових 
бірядний кілець містить узагальнено однорядні кільця Накаями [1], 
розщепимі групові алгебри скінченного модульного типу та кільця 
дистрибутивно модульного типу.
У роботі [4] введені бірядні напівдосконалі кільця без будь-яких 
обмежень скінченності. Структура спадкових, напівспадкових бірядних 
кілець та кускових бірядних областей вказана в роботах [5,6]. Серед кускових 
бірядних областей виділені кільця модульно обмеженого типу. Показано, що 
кускові бірядні області модульно обмеженого типу -  це в точності 
напівдосконалі кускові області дистрибутивно модульного типу.
Важливим узагальненням напівланцюгових та бірядних кілець є 
багаторядні кільця [7].
При вивченні напівланцюгових, бірядних та багаторядних кілець 
широко використовується метод сагайдаків.
71
Випуск 70 Серія: Математичні науки Ш  НАУКОВІ ЗАПИСКИ
Вперше поняття сагайдака напівдосконалого кільця було застосовано 
для характеристики нетерових напівланцюгових кілець. В цьому випадку 
сагайдаки повністю характеризують такі кільця. Складніші класи 
напівдосконалих кілець вже не завжди повністю характеризуються будовою 
сагайдаків, але в багатьох випадках властивості сагайдаків дають важливу 
інформацію про будову кілець.
Ми будемо використовувати поняття первинного сагайдака 
напівдосконалого кільця, введене В.В. Кириченко у роботі [8].
У статті розглядаються асоціативні кільця з 1 ф  0 .
Кільце А  називається напівдосконалим, якщо факторкільце А/К  
артинове і ідемпотенти можна піднімати за модулем радикала Джекобсона К
[9].
Ідемпотенти мож на піднімати за модулем ідеала І, якщо з того, що
2 • •  2^  ^ є  I  ^  єА), випливає існування ідемпотента е =е є  I  такого, що е ^  є
I.
Теорема 1. Кільце напівдосконале тоді і тільки тоді, коли 1 є  А  
розкладається в суму попарно взаємноортогональних локальних 
ідемпотентів.
Нерозкладний модуль М  називається п-рядним [7], якщо він 
дистрибутивний і містить ланцюгові підмодулі К 1 , ••• , Кп (можливо й рівні 
нулеві) такі, що К 1 + ••• + Кп є М, або найбільший власний під модуль в М, а 
К і П К  (іфі) - нуль або простий модуль.
Напівдосконале кільце А  називається п-рядним, якщо кожний головний 
правий і кожний головний лівий А-модуль є п-рядним [7].
Природно, що можна розглядати і п -рядні тільки справа або зліва 
кільця. Часто, не уточнюючи п, п-рядне кільце будемо називати 
багаторядним.
Зрозуміло, що при п=1 ми отримуємо напівланцюгові кільця, а при 
п = 2 -  бірядні кільця.
Теорема 2 [7]. Якщо кільце А багаторядне справа (зліва), е -  
ненульовий ідемпотент кільця А, то кільце еАе багаторядне справа (зліва). 
Зокрема, якщо кільце А багаторядне, то й кільце еАе багаторядне.
Теорема 3 [7]. Локальне багаторядне кільце А є ланцюговим.
Л ема 1 [7]. Фактормодуль п-рядного модуля - п-рядний.
Л ема 2 [7]. Факторкільце п-рядного справа (зліва) кільця А п-рядне 
справа (зліва). Зокрема, факторкільце п- рядного кільця п-рядне.
Ідеал /  кільця А  називається первинним, якщо /  ф А і для будь-яких 
ідеалів ^  і N  кільця А  з включення ^N  е  У випливає, що або ^  е  У, або N  е  У .
Первинним радикалом І  кільця А  називається перетин усіх первинних 
ідеалів кільця А .
Напівдосконале кільце називається кусковою областю якщо будь-який 
ненульовий гомоморфізм його головних модулів є мономорфізмом.
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Нехай 1 = / 1 + ••• + / т - розклад одиниці напівдосконалої кускової області 
А  в суму попарно ортогональних ідемпотентів. Тоді, згідно [6] кускова 
область А  має наступний двосторонній пірсовський розклад:







де А іі (і = 1 , . ,т )  - первинні кільця, А і]- (іф) -
тт
лівий А іі -модуль і правий аи -модуль, причому якщо Ау і А ^  одночасно не
дорівнюють нулю, то А ік ф 0 (ц ,к  = 1,...,т) .
У цьому випадку первинний радикал І  кільця А  має вигляд:







••• . Отже, він нільпотентний.
Розглянемо факторкільце А=А/І=А1х^^^х А т, де А і (і=1, • •• ,т)
нерозкладні кільця. 1 = /+ „ + /т -  відповідний розклад 1 є А  у суму попарно 
ортогональних ідемпотентів.
Позначимо ¥= І/ і2 і співставимо ідемпотентам /  , ... , / т точки 1, • ••,т
з'єднуючи точку і з точкою І  стрілкою тоді і тільки тоді, коли / ¥ / ^ 0 .  
Отриманий скінченний орієнтований граф називається первинним 
сагайдаком кільця А  і позначається Р ^(А )  [8]. •
Враховуючи теорему про однозначність розкладу напівдосконалого 
кільця в прямий добуток нерозкладних кілець, неважко бачити, що сагайдак 
Р ^(А )  визначається однозначно, з точністю до перенумерації вершин. 
Очевидно також, що сагайдак Р ^(А )  не змінюється при переході до кілець 
еквівалентних у сенсі Моріти і Р ^(А )= Р ^(А /I2)•
Теорема 4 [10]. Нехай багаторядна кускова область А з первинним 
радикалом I  має двосторонній пірсовський розклад (1)• Тоді А=А/ і  
розкладається в прямий добуток тіл і первинних напівланцюгових кілець•
Л ема 3 [10]. Нехай А така багаторядна кускова область, що її 
факторкільце А по первинному радикалу I  ізоморфне або тілу ^ ,  або 
первинному напівланцюговому кільцю А , тоді А = ^ ,  або А = А .
Л ема 4 [10]. Якщо кільце ендоморфізмів головного модуля Р над 
багаторядною кусковою областю А не є тілом, то Р - ланцюговий модуль• Це 
ж  має місце і для лівих головних А - модулів•
Скінченний орієнтований граф (сагайдак у термінології Габріеля) 
називається ациклічним графом (сагайдаком), якщо у ньому немає 
орієнтованих циклів. Точка сагайдака ^  називається витоком (стоком), якщо 
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Будемо говорити, що точка і  первинного сагайдака напівспадкового 
багаторядного кільця А  має вагу ^  чи вагу А, якщо /А їі= В  чи /А Ї і=А
Теорема 5. Первинний сагайдак Р ^(А ) кускової багаторядної області 
А (п >2) має наступні властивості:
1) у  точку з вагою А входить не більше однієї стрілки і виходить з 
такої точки не більше однієї стрілки;
2) Р ^(А ) ациклічний;
3) з кожної точки Р ^(А ) виходить не більше ніж п стрілок;
4) у  кожну точку Р ^(А ) входить не більше ніж п стрілок;
5) якщо в точку входить більше однієї стрілки, то ця точка є стоком;
6) якщо з точки виходить більше однієї стрілки, то ця точка є 
витоком.
Д о в е д е н н я.
1).Нехай у точку д з вагою А входять стрілки з точок і і і  « '< § ) .
2 2Тоді А ід^ 0, Ад?0, причому А ід& І  , А д & І  . Якщо А і]=0, то кільце А  не 
буде п-рядним за теоремою 3. Якщо ж А і]-^ 0), то А ід=АгуА/д. Тобто А ідс  І  , що 
знову приводить до протиріччя. Аналогічно з точки з вагою А не можуть 
виходити дві стрілки .
2).Властивість безпосередньо випливає з клітинно - трикутного вигляду 
(1) кільця А.
3).Нехай із точки 1 виходять стрілки в точки 2, ..., п+1, п+2. Тоді А 1 2 ,
А 1 3 , ..., А 1 п+ 2  ненульові, причому А 2 3 , ... А 2 п+2 , А 3 4 , ... А 3п+2 , .. Ап+1 п+ 2
дорівнюють нулю (інакше існують А 1і (і=2,...,п+2) с і  ). Ясно, що при цьому 
головний А-модуль Р1=/1А є п ■ /-рядним, що суперечить п-рядності кільця 
А.
4).Доведення таке ж, як і у випадку 3, тільки для лівих головних А  - 
модулів.
5).Розглянемо головний модуль Рі=еіА, де еі -  локальний ідемпотент 
кільця А. РіК=К1+...+Кп, де Кг -  ланцюговий модуль (і=1,...,п). Тоді елемент 
ау є  еіКе]^ К І породжує ланцюговий модуль
М=ауА=(0,...,0, А,у, А іА + 1 , АуАд+2 , ..., А А ) ,  причому серед добутків
А ^ ік  (к=І+1,...,п) існує не більше одного відмінного від нуля, тому що якщо
їх принаймні два, те легко перевірити, що м к /м К = и1+и2, в протиріччя 
тому, що М  -  ланцюговий модуль. Припустимо, що в точку д увійшли 
стрілки з початками в точках і і і ,  а з  неї вийшла стрілка в точку р  
(і<і<д<р). Тоді А ід, Ау8, Адр ненульові, А = 0 ,  тому що в противному 
А ід=АгуА/дс  І  , а А ір=АідАдр^  0 і А]р=А]дА др^  0, що суперечить попередньому. 
Таким чином, точка д  є стоком.
6).Доводиться аналогічно 5.
Нагадаємо, що мінором п-го порядку кільця А  називається кільце 
ендоморфізмів В  скінченно -  породженого проективного А - модуля, який 
розкладається в пряму суму п -  нерозкладних модулів [11].
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Перейдемо до опису мінорів другого порядку багаторядних кускових 
областей. В силу теореми Моріти досить розглянути зведені мінори.
Отже, ми будемо описувати нерозкладні зведені кускові багаторядні 
області В, одиниця яких розкладається в суму двох локальних ідемпотентів: 1 
= е1 + е2. Так як двосторонній пірсовський розклад багаторядних кускових 
областей має вигляд (1), то кільце В  має вигляд:
( в і х  Л(3) В = , де кільця В1 і В2 ізоморфні або тілу ^ ,  або
I 0 В2 )
первинному напівланцюговому кільцю А , а Х  -  ланцюговий правий В2- 
модуль і ланцюговий лівий В1-модуль (так як кільце В  напівдистрибутивне).
Згідно теореми 5 первинний сагайдак такого кільця має вигляд:
1 •------ > • 2
Кільце називається напівспадковим, якщо будь-який його
скінченнопороджений ідеал проективний.
Теорема 6. Нерозкладний зведений мінор другого порядку В 
багаторядної кускової області А є напівланцюговим напівспадковим кільцем•
Д о в е д е н н я. Нехай 1 = е1 + е2 -  розклад 1 є  В  в суму двох 
локальних ідемпотентів, В, = еіВеі, К  -  радикал Джекобсона кільця В,, (і = 
1,2), К -  радикал Джекобсона кільця В, Х  = е1Ве2. Тоді в силу представлення 
(3) для К маємо
(  К  х  Л
(4) "  = ( 0 ^  .
Розглянемо головний модуль е1А. Припустимо, що він бірядний. Тоді 
за означенням е1К= К 1 + К2 (Кі -ланцюгові і = 1, 2), а К 1 П К 2 простий або 
дорівнює нулю. Тоді К1 = К 1е1 або К1 = К2е1. Якщо К1=0, то В1 -  тіло, і так як 
Х- ланцюговий модуль, то і е1А- ланцюговий. Отже, В  -  напівланцюгове 
кільце.
Нехай тепер К1 ф 0 і К1 = К 1е1. Тоді, оскільки В  кускова область, то К1 
X  ф 0. Якщо К1Х=Х, то е1К=К1, так як (К1, К1Х) лежить в К 1, а значить і е1А- 
ланцюговий правий модуль. Якщо ж К1ХфХ, то К1Х -  простий правий модуль, 
отже К1ХК2 = 0 і К2 =0 так як В  кускова область. Таким чином В- 
напівланцюгове кільце.
Нехай і  скінченнопороджений ідеал, який лежить в еА  ( і = 1, 2')• Так як 
7-ланцюговий модуль, то він є фактор-модулем головного модуля, а так як А  
кускова область, маємо, що і  ізоморфний головному модулю. Ясно, що він 
проективний і В- напівспадкове справа кільце. Якщо ж і  лежить в е1 А 0  е2А,
то розглянемо ідеал ]+ е1А. Тоді ]+ е1А = / 0  ехА, де /  проекція і  на е2А. 
Так як і '  скінченнопороджений ідеал, який лежить в головному модулі, то 
він проективний. За теоремою про ізоморфізми ]  + е1 А/ ]  = е1 А/е1 А  п  і ,  а за 
лемою Шануеля ]  0  е1 А  = (]  + е1 А) 0  е1 А  п  і ,  де обидва прямі доданки 
проективні. Отже, ^-проективний модуль. Аналогічно доводиться, що А-
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напівспадкове справа.
Теорема 7. Багаторядна кускова область А, у  двосторонньому 
пірсовському розкладі (1) якої всі А ф 0  при і менших ], є напівланцюговим 
напівспадковим кільцем.
Д о в е д е н н я. Припустимо, що головний А-модуль Р  не ланцюговий. 
Але тоді приходимо до протиріччя з тим, що А- кускова область, чи до 
протиріччя з теоремою 6. Напівспадковість кільця А  доводиться аналогічно 
як у теоремі 6.
Розглянемо мінори 3-го порядку багаторядних кускових областей.
З вищесказаного випливає, що потрібно описати нерозкладні зведені 
кускові багаторядні області В, одиниця яких розкладається в суму трьох 
локальних ідемпотентів: 1 = е1 + е2 + е3. Такі кільця мають вигляд:
де кільця В1, В2 і В3 ізоморфні або тілу ^ ,  або
первинному напівланцюговому кільцю, Вц -  ланцюгові бімодулі.
Якщо всі бімодулі Ву відмінні від нуля то, згідно теореми 4, маємо 
напівланцюгове напівспадкове кільце з первинним сагайдаком :
1___  д 2 3
Згідно теореми 5 для мінорів 3-го порядку отримаємо ще такі первинні 
<  сагаидаки: * і
яким відповідають мінори:
'  Ві В12 Ві3 ї
В = 0 В 2 32В2
V 0 0 3В 3
'  А В12 ВІЗ ^ '  В1 0 ВІЗ "
(5) В = 0 В2 0 і (6) В = 0 В2 В23
V 0 0 В3 ^ V 0 0 Оз )
Г Ві 0
(5) і (6) ізоморфні кільцям : 0 В2 0 і 0 В 2
V 0 0 В3у V 0 0
Теорема 8. Мінори 3-го порядку багаторядної кускової області вигляду
де ^  тіло, а
Ві (і = 1,2,3) або співпадають з тілом ^ ,  або є первинними 
напівланцюговими кільцями.
Д о в е д е н н я. Розглянемо для прикладу кільце (6). Нехай х0 і у0 
ненульові елементи, які належать відповідно бімодулям В13 і В23. Задамо 
відображення р : Ві ^ 3, і відображення / :  В2 ^ 3 за
правилами ах0 = х0а р , ^у0 = у 0Ь/  . Ясно, що р  і /  - мономорфізми.
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Поклавши ^  = ^ 3, В 1 = Іт р , В2 = Іт / ,  побудуємо кільце А= 
і задамо відображення/  кільця А  в кільце (6) , поклавши
Ві 0 в
0 В 2 в
0 0 в
( а 0 х Л ( р^ 1 а*
\
0 х0х
0 ь У 0 ь / 1 У0У
V 0 0 с, 0V 0 с У
Множення і додавання введемо як звичайні множення і додавання 
матриць. Неважко перевірити, що таке відображення буде ізоморфізмом.
Н аслідок 2.3.1. Мінор 3-го порядку багаторядної кускової області є 
або напівланцюговим напівспадковим кільцем, або ізоморфний одному із
, де ^  тіло, а кільця Ві ( і = 1,2,3) або
співпадають з тілом ^ ,  або є первинними напівланцюговими кільцями.
Опишемо мінори 4-го порядку багаторядних кускових областей. 
Міркуючи аналогічно до попереднього отримаємо 11 (з точністю до пере 
нумерації вершин) первинних сагайдаків побудованих на 4-х вершинах, а 
відповідно і 11 кілець які їм відповідають:
( В В ( Ві 0
кілець : 0 В2 0 , 0 В 2








(  А '
А 12 А13 А ЛА 14
А
0 а2 А23 А 24
0 0 Аз А 34
V 0 0 0 А 4 у
( ^
0 А2 0 0
0 0 Аз 0 ,
V 0




0 0 Аз ,






V 0 0 0 /
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^  ^  ^  Л
0 А2 0 0
0 0 Аз А34









V 0 0 0 ^  у
г ^ Б  л
0 А2 0
0 0 Аз
V 0 0 0 О у
) 0 £"
) А2 В 0
) 0 Аз £ ,




0 0 А з 0
0 0 0 А 4 у
Л 0 В 0 Л
0 А 2 £ 0
0 0 £ £
0 0 0 А 4 у
де ^  тіло, а А і (і = 1,2,3,4) або співпадають з тілом ^ ,  або є первинними 
напівланцюговими кільцями. Ау (іфі)- ланцюговий лівий модуль над кільцем 
А і і ланцюговий правий модуль над кільцем Ау.
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